Programma dettagliato by Cupini, Giovanni
CdL Astronomia – Univ. Bologna
Analisi Matematica 1  –  prof. G. Cupini
A.A.2015-2016
PROGRAMMA
INSIEMI
Insiemi e operazioni tra insiemi. 
Numeri reali. Assiomi dei numeri reali e loro conseguenze.  Dimostrazione di: ab=0 se e solo 
se a=0 oppure b=0. 
Numeri naturali, interi, razionali. 
La radice quadrata di due è un numero reale. La radice quadrata di 2 non è razionale (con 
dimostrazione). 
Intervalli. 
Maggioranti  e  minoranti.  Insiemi  limitati  superiormente  o  inferiormente.  Insiemi  limitati. 
Massimi e minimi. Se un massimo esiste esso è unico (con dimostrazione). Estremo superiore 
e inferiore. Proprietà di sup, inf, max, min.
Teorema  di  esistenza  dell'estremo  superiore  (con  dimostrazione).  Proprietà  dei  numeri 
naturali.  I  numeri  naturali  non  sono limitati  superiormente  (con  dimostrazione).  R ha  la 
proprietà di Archimede (con dimostrazione).
I  sottoinsiemi  di  Z  limitati  superiormente  hanno  massimo.  Q  è  denso  in  R  (con 
dimostrazione).
I numeri razionali sono tutti e soli i numeri reali che hanno un allineamento decimale finito o 
periodico (con dimostrazione). 
Principio  d'induzione  (con  dimostrazione)  e  applicazioni:  somma  di  numeri  naturali 
consecutivi, somma di numeri dispari consecutivi, disuguaglianza di Bernoulli, calcolo delle 
somme di termini q^k.
FUNZIONI
Operazioni tra funzioni e funzioni elementari
Definizione  di  funzione.  Dominio,  codominio,  immagine.  Funzioni  iniettive,  suriettive, 
biettive (o invertibili). Funzione identità. 
Composizione di funzioni. Funzione inversa e sue proprietà.
Insiemi equipotenti, insiemi finiti, insiemi numerabili. N, Z, Q sono insiemi numerabili (con 
dimostrazione). R non è numerabile (dimostrazione con il metodo diagonale di Cantor).
Funzioni limitate superiormente o inferiormente, funzioni limitate, e loro caratterizzazioni in 
termini  di  grafico.  Funzioni  crescenti,  decrescenti,  strettamente  crescenti,  strettamente 
decrescenti, monotone, strettamente monotone. Legame tra funzioni strettamente monotone e 
funzioni iniettive. Funzioni pari. Funzioni dispari. Funzioni periodiche. 
Funzione costante, identità, polinomi di primo grado, valore assoluto, funzione potenza con 
esponente pari e radici n-esime, radici n-esime. Funzioni potenza con esponente razionale o 
irrazionali. Esponenziali e logaritmi.
Funzioni  trigonometriche:  seno,  coseno,  arcoseno,  arcocoseno,  tangente,  arcotangente, 
cotangente. Funzioni seno e coseno iperbolici. La funzione segno.
Limiti
Definizione  di  intorno.  Intorno  destro  e  sinistro.  Punto  di  accumulazione  e  punto  di 
accumulazione bilatero. Definizione di limite di funzione. Limite da destra e da sinistra.
Varianti  della  definizione  di  limite.  f(x)  tende  a  0  se  e  solo  se  |f(x)|  tende  a  0  (con 
dimostrazione). Verifica che il limite di 1/x per x che tendo a infinito è 0. Teorema di unicità  
del limite (con dimostrazione). 
Definizione di successione. Definizione di limite di successione.
Funzioni convergenti,  divergenti,  infinitesime e infinite. Legame tra limite, limite destro e 
limite  sinistro.  Teorema  di  collegamento  (tra  limite  di  funzioni  e  limiti  di  successioni). 
Definizione di successione e di sottosuccessione. Se due sottosuccessioni hanno limiti diversi 
allora  la  successione  non  ha  limite.  Se  le  sottosuccessioni  costituite  rispettivamente  dai 
termini di indice pari e dai termini di indice dispari hanno limiti uguali, allora  la successione 
ha lo stesso limite. Esempi di non esistenza del limite. Aritmetica di 0 e infinito.
Algebra  dei  limiti:  limite  della  somma,   differenza,  prodotto  e  rapporto  di 
successioni/funzioni.  Teoremi  di  permanenza  del  segno  (con  dimostrazioni).  Criteri  del 
confronto. Limite della successione esponenziale a^n (con dim.).
Teorema dei  carabinieri  per successioni  (con dimostrazione).  Teorema dei  carabinieri  per 
funzioni.
|sen x|<=|x| (con dimostrazione)
Limiti di: sen(x), cos(x), sen(x)/x, con x che tende a 0 (tutti con dimostrazione). Prodotto di 
successione infinitesima per una successione limitata è infinitesima (con dimostrazione).
Somma  di  successione  divergente  e  una  limitata  è  una  successione  divergente  (con 
dimostrazione). Successioni crescenti/decrescenti e loro limiti. Numero di Nepero e relativo 
limite notevole. Criterio del rapporto e della radice per successioni.
Una successione convergente è limitata (con dimostrazione). 
Successioni trascurabili, asintotiche. 
Successioni  infinite  di  ordine  superiore,  successioni  infinitesime  di  ordine  superiore.  Le 
successioni (n!) e (n^n) tendono a infinito (con dimostrazione).  Gerarchia degli infiniti e 
degli infinitesimi. Principio di eliminazione dei trascurabili nelle somme. Sostituzione degli 
asintotici nei prodotti. 
Funzioni trascurabili, asintotiche. Funzioni infinite di ordine superiore, Funzioni infinitesime 
di ordine superiore.
Prodotto di funzione infinitesima per una funzione limitata è infinitesima.
Continuità
Funzioni  continue:  definizione.  Le  funzioni  elementari  sono  continue.  Somma,  prodotto, 
rapporto di funzioni continue sono funzioni continue. Limite della composizione di funzioni. 
Composizione di funzioni continue è una funzioni continua.
Teoremi di permanenza del segno per le funzioni e il caso di funzioni continue. Teorema di 
esistenza  degli  zeri  (con  dim.).  Teorema  di  Bolzano  o  dei  valori  intermedi  (con  dim.). 
Definizione  di  punto di  massimo/minimo assoluto.  Teorema di  Weierstrass.  Corollario  ai 
teoremi di Bolzano+Weierstrass. 
Legami tra monotonia, invertibilità, continuità.   
Derivabilità
Definizione  di  rapporto  incrementale  e  di  derivata.  Caratterizzazione  della  derivabilità. 
Significato geometrico di derivata. Equazione della retta tangente al grafico. 
Calcolo di derivate usando la definizione: c, x, x^2, e^x, a^x, sen(x), x^{1/3} (quest'ultima 
nel punto 0). |x| e' derivabile in ogni punto eccetto in 0. Continuità non implica derivabilità 
(es:  |x|,  radice  cubica  di  x).   Derivabilità  implica  continuità  (con  dim.)  Operazioni  tra 
derivate: derivata di una somma, prodotto, rapporto.
Derivata di funzione composta. Teorema di derivazione della funzione inversa. Applicazione: 
derivata di arcoseno. Derivate di funzioni elementari. Punti di massimo e di minimo relativi. 
Teorema di Fermat (con dim.) Teorema di Rolle (con dim.). Teorema di Lagrange (con dim.).
Criterio di monotonia (con dimostrazione). Criterio di stretta monotonia. Se una funzione è 
definita su un intervallo essa è costante se e solo se ha derivata nulla (con dimostrazione).  
Derivate destre e sinistre e loro legame con la derivata. Legame tra limite di f' e limite del 
rapporto incrementale. Metodo per determinare la derivabilità di una funzione in un punto.
Teorema di Cauchy. Teoremi di L'Hopital. 
Derivate di ordine superiore. Funzioni convesse e concave. Definizione e caratterizzazione 
della convessità per funzioni derivabili e per funzioni derivabili due volte.
Criteri convessità e di stretta convessità. 
Asintoti verticali, orizzontali ed obliqui. Studio qualitativo del grafico di funzioni.
Sviluppi di Taylor. Formula di Taylor di ordine n con resto di Peano. Polinomio di Taylor. 
Formula di McLaurin. Sviluppo di Taylor di exp(x). Sviluppo di Taylor di cos(x). 
Aritmetica di “o piccolo”.
Condizione necessaria del secondo ordine per i punti di max/min rel (con dimostrazione).
Condizione sufficiente del secondo ordine per i punti di max/min rel (con dimostrazione).
Calcolo integrale
Partizione  di  un intervallo,  somme integrali  inferiori  e  superiori.  Definizione  di  integrale 
definito. Funzioni integrabili secondo Riemann. La funzione costante è integrabile. 
Esempio di funzione non integrabile: la funzione di Dirichlet. 
Caratterizzazione  della  integrabilità  secondo  Riemann.  Uniforme  continuità.  Le  funzioni 
continue sono integrabili secondo Riemann (con dimostrazione). 
Le  funzioni  lipschitziane  e  quelle  derivabili  con  derivata  limitata  sono  uniformemente 
continue. Le funzioni monotone sono integrabili. 
Proprietà  dell'integrale  definito.  Teorema  della  media  integrale  (con  dimostrazione). 
Definizione  di  funzione  integrale.  Definizione  di  primitiva.  Teorema  fondamentale  del 
calcolo  integrale.  Caratterizzazione  delle  primitive  (con  dimostrazione).  Formula 
fondamentale del calcolo integrale (con dimostrazione). 
Definizione di integrale indefinito. 
Integrali di funzioni elementari.
Formula  di  integrazione  per  sostituzione  per  gli  integrali  indefiniti  (con  dimostrazione). 
Formule di integrazione per sostituzione per gli integrali definiti.
Formula di integrazione per parti per integrali indefiniti (con dimostrazione) e definiti. 
Integrazione di funzioni razionali.
Serie numerica
Serie  numerica:  definizione.  Successione  delle  somme  parziali.  Carattere  di  una  serie. 
Condizione  necessaria  per  la  convergenza  di  una  serie  (con dimostrazione).  Una  serie  a 
termini non negativi o converge o diverge a +infinito (con dimostrazione). Serie armonica. La 
serie armonica diverge (con dimostrazione). Serie armonica generalizzata. Serie geometrica 
di ragione q e studio del suo carattere (con dimostrazione).
Criterio del confronto per le serie (con dimostrazione). Criterio del confronto asintotico. 
Criterio del rapporto e della radice per le serie numeriche. 
Serie  a  termini  di  segno  non  costante.  Convergenza  assoluta.  Legame  tra  convergenza 
assoluta e convergenza. Convergenza assoluta implica convergenza e, in generale, non vale il 
viceversa. Serie a segno alterno. Criterio di Leibniz. 
Integrali generalizzati
Integrali generalizzati: definizione. L'integrale generalizzato di una funzione non negativa è 
convergente  o  divergente  a  +infinito.  Studio  della  convergenza  dell'integrale  di  (1/x)^a. 
Legame tra la convergenza dell'integrale generalizzato di f in [a,b), con b reale e l'esistenza 
del limite finito di funzione f(x) per x che tende a b. Legame tra la convergenza dell'integrale 
generalizzato di f in [a,+infinito) e il limite della  funzione f(x) per x che tende a +infinito. 
Esempio di funzione che non ha limite a +infinito,  ma il  cui integrale  da 0 a +infinito è 
convergente. Criterio del confronto e del confronto asintotico per gli integrali generalizzati. 
Criterio integrale e stima dell'errore. Applicazione del criterio integrale alla serie armonica 
generalizzata. Se |f(x)| è integrabile in senso generalizzato, anche f(x) è integrabile in senso 
generalizzato. 
NUMERI COMPLESSI
Numeri complessi: rappresentazione algebrica. Piano di Gauss. Somma e prodotto di numeri 
complessi. Norma o modulo di un numero complesso. Argomento e argomento principale. 
Calcolo degli argomenti principali. Forma esponenziale di un numero complesso. Potenza e 
radici  n-esime di  numeri  complessi.  Zeri  di  un polinomio complesso  e  loro  molteplicità. 
Teorema fondamentale dell'algebra.
Risoluzione di equazioni di primo e secondo grado a coefficienti complessi.
